●第２回　基本的な定理の証明　
　前半は小学校から高等学校までの間に学習した平面図形のいくつかの性質について、基本的な定理を中心にして進め、後半は幾何学の歴史の中で著名な定理を証明しながら調べていきます。

（１）三角形の合同

（定理３）二つの三角形は次の各々の場合に合同である。

1） ２辺とその夾む角がそれぞれ等しい。

2） １辺とその両端の角がそれぞれ等しい。　

　　３）３辺がそれぞれ等しい。

　

[image: image1.wmf]証明１）　△ABCと△A’B’C’において

　　AB＝A’B’、AC＝A’C’、∠A＝∠A’
　であるから、AとA’、BとB’を重ね
　∠Aと∠A’ が同じ側にくるようにす

れば、ACとA’C’とが重なりCとC’
　が重なる。従って定義１により、

△ABC≡△A’B’C’
[image: image68.wmf]2
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　右の図を使って、証明１）と同様に

２）を証明してみよう。

　

　

３）の場合は１）、２）のようにうまく重ね合わせられないから、次のように証明する。

まず、△ABCにおいてAB＝ACであるならば、∠B＝∠Cである（二等辺三角形の底角は等しい）

[image: image69.wmf]△ＡＣＰ

△ＡＢＰ

ことを証明する。

[image: image70.wmf]△ＡＣＤ

△ＡＢＤ

 

[image: image71.wmf]CD

BD

  頂角Aの二等分線がBCと交わる点をMとすると、 

AB＝AC、AMは共通、∠BAM＝∠CAMとなるので

△ABM≡△ACM　（二辺と夾角が等しい）

従って∠B＝∠C である。
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1

[image: image73.wmf][image: image74.wmf]　実は、この逆も成立する。すなわち、

△ABCにおいて∠B＝∠Cであるならば、AB＝ACである。

証明３）　△ABCと△A’B’C’について、AとA’が反対側に

位置するようにBCとB’C’[image: image75.wmf]2

1

とを重ね合わせる。                         A

　AA’とBCとの交点をDとすると、BA＝BA’であるから

△BAA’は二等辺三角形になる。

　従ってその底角について、∠BAD＝∠BA’D　

　同様に　∠CAD＝∠CA’D

  よって∠BAC＝∠BA’C                              B(B’) C(C’)                     

  AB＝A’B’、AC＝A’C’、∠A＝∠A’　（２辺と夾角相等）

　であるから △ABC≡△A’B’C’ となる。                                                

                                                                     A’
　

練習問題３　△ABCの外側に、二つの正三角形ABDおよびACEを作ったとき BE＝CDである。

[image: image76.wmf]CD
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（２）平行四辺形の性質

[image: image77.wmf]△ＡＣＤ

△ＡＢＤ


四角形ABCDの二組の対辺がそれぞれ平行

（すなわち
[image: image78.wmf]△ＡＣＰ
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AB//DC、AD//BC)であるとき、

この四角形は平行四辺形という。（定義）

　　

（定理４）次のいずれかの条件が成り立つとき、この四角形は平行四辺形である。

　　１）二組の対辺が等しい。

２）二組の対角が等しい。

3） 一組の対辺が平行で等しい。

4） 対角線が互いに他を二等分する。

　いずれの場合も、三角形の合同条件を使って証明できるので、各自で試してみよう。


（３）中点連結定理


（定理５）
[image: image2.wmf]D

ABCの辺AB、ACの中点を

それぞれM、Nとするとき、
　　　　　　　　MN // BC、MN＝
[image: image3.wmf]2
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BC

である。

証明）　MNをNの方向に延長して

NL＝MNとなるように点Lをとる。

四角形AMCLは、対角線が互いに

他を二等分するから、平行四辺形に

なる。

よって、CL // AM、CL＝AM

従って、CL // MB、CL＝MB

よって、四辺形MBCLも平行

四辺形になるから、

ML // BC、ML＝BC　となる。

つまり、MN // BC、MN＝
[image: image4.wmf]2
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BC　である。


練習問題４　台形ABCDにおいて　　　　　　　

AD // BCとする。　　　　　　　　　　　　　A　D

　AB、CDの中点をM、Nとする

　とき、

MN // BC、MN＝
[image: image5.wmf]2
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(AD＋BC)　　　  M N

 である。

　　　　　　　　　　　　　　　　B C 


[image: image6]
面積の定理 ２　（定理７）
△ABC の３辺の長さを a, b, c とし、面積を S, 内接円の半径を r, 外接円

の半径を R, s = 
[image: image7.wmf]2
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 ( a ＋b＋ c) とするとき、次の式が成立する。

（1） Ｓ ＝ s r 

（2） Ｓ ＝ 
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（3） Ｓ ＝ 
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　　　　　（ヘロンの公式）


　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

証明１）右の図で内接円の中心をＩとすると、
S＝△ＩＢＣ＋△ＩＣＡ＋△ＩＡＢ
＝
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br＋
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（a＋b＋c）r

　　　　 ＝
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証明２）右の図で　△ABD ∽ △AHC

  （∠D＝∠C、∠B＝∠H＝∠R 直角)
   よって、c：h＝2 R：b

　これより　b c ＝ 2R h　　①

またS＝
[image: image15.wmf]2
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a h　　②

①、②より、

Ｓ ＝ 
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証明３）

　S＝
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＝ a　②
②の式からhを求めて、①の式に
　代入し、式変形をすると、
Ｓ ＝ 
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　（２）、（３）は三角関数の正弦定理と余弦定理を使って証明することもできます。

証明２）S＝
[image: image21.wmf]2
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bc sinA と正弦定理から　sinA＝
[image: image22.wmf]R
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]とによって

Ｓ ＝ 
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   を導く。      　

証明３）S＝
[image: image25.wmf]2
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bc sinA　と　sinA＝
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、余弦定理cosA= （b2＋ｃ２－a2）　　2bc 

　とによって、Ｓ ＝ 
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　を導く。
（５）ピタゴラスの定理　（定理８）
· ABC の３辺の長さを a, b, c とするとき、次の (1)、(2) が成立する。

（1） ∠Ａ＝∠Ｒ（直角）ならば　
[image: image28.wmf]a
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 = 
[image: image29.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]b
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（2） 
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]b
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[image: image35.wmf]c
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 ならば　∠Ａ＝∠Ｒ（直角）

                    F

                                             I
 G
                                 A
      
                                                      H
             B                             C
              D                         E
証明１）a2＝□BDEC、ｂ2＝□CHIA、ｃ2＝□AFGB　であるから、　　
  □BDEC＝□CHIA＋□AFGB　を証明すればよい。
　△BAG＝△BCG、 △BDA＝△BDM　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　また、△BCG ≡ △BDA であるから、
　△BAG＝△BDM　となり、両辺の２倍の面積から、
　□AFGB＝　 BDNM
  同様に、□CHIA＝   CMNE                           B                           C
　　　BDNM ＋　  CMNE ＝□BDEC　であるから、　                       D
□BDEC＝□CHIA＋□AFGB　となる。
　以上より、a2＝ｂ2＋ｃ2　
証明２）△ABC において、BC2 ＝ AC2 ＋ AB2　とする。
　直角EDFを作ってその二辺の上に DE＝AB、DF＝AC　　E                           　F
  となるE、F をとると、証明１）より、EF2 ＝DE2＋DF2　＝AB2＋AC2＝BC2　

よって EF＝BC　となり、△DEFと△ABCとは三辺が等しいから合同になる。
 　従って、∠A＝ ∠D＝ ∠R（直角）　
ピタゴラスの定理は多くの証明があります。
練習問題５　次の図を使って、ピタゴラスの定理を証明しなさい。
                                                                c
                                                                              b
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  a


練習問題６　次の図を使って、ピタゴラスの定理を証明しなさい。


                                                               c
                                                                             b
                                                                   a
（６）方べきの定理（定理９）
平面上の四点 Ａ, Ｂ, Ｃ, Ｄ について、ＡＢ, ＣＤ の交点を Ｐ とするとき、

次の（１）,（２）が成立する。

（1） Ａ, Ｂ, Ｃ, Ｄ が同一円周上にあるならば、ＰＡ・ＰＢ＝ＰＣ・ＰＤ 

（2） 逆に、ＰＡ・ＰＢ＝ＰＣ・ＰＤ ならば、Ａ, Ｂ, Ｃ, Ｄ は同一円周上にある。


[image: image36]
証明１）
　　どちらの図においても
　　　∠ＰAＣ＝ ∠ＰDＢ、∠ＰＣＡ＝ ∠ＰＢＤ　であるから、
△ＰＡＣ ∽ △ＰＤＢ  
   従って、ＰＡ：ＰＣ＝ＰＤ：ＰＢ

　よって、ＰＡ・ＰＢ＝ＰＣ・ＰＤ
証明２）逆に、ＰＡ・ＰＢ＝ＰＣ・ＰＤ　であるならば、
　　　ＰＡ：ＰＣ＝ＰＤ：ＰＢ　、∠ＡＰＣ＝ ∠ＤＰＢ

　　　従って、△ＰＡＣ ∽ △ＰＤＢ
　　　これより、∠ＰAＣ＝ ∠ＰDＢ　となり

　　　四点 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ は同一円周上にある。
（７）トレミーの定理（定理１０）
四辺形 Ａ,Ｂ,Ｃ,Ｄ が円に内接するとき、次の式が成立する。

　　　ＡＢ・ＣＤ＋ＡＤ・ＢＣ＝ＡＣ・ＢＤ

　


証明）ＢＤ上に　∠ＤＣＥ＝ ∠ＡＣＢ

　　となるように点Ｅをとると、

△ＡＢＣ ∽ △ＤＥＣ　
　　従って、
　　ＡＢ：ＡＣ＝ＤＥ：ＤＣ

　　よってＡＢ・ＣＤ＝ＡＣ・ＤＥ　　①
　　

また、△ＢＣＥ ∽ △ＡＣＤから、
　　ＢＣ：ＢＥ＝ＡＣ：ＡＤ　

よってＡＤ・ＢＣ＝ＡＣ・ＢＥ　　②
　　①＋②　から、
　　ＡＢ・ＣＤ＋ＡＤ・ＢＣ＝ＡＣ・ＤＥ＋ＡＣ・ＢＥ　
　　　　　　　　　　　　　＝ＡＣ（ＤＥ＋ＢＥ）

　　　　　　　　　　　　　＝ＡＣ・ＢＤ　

（８）メネラウスの定理（定理１１）
一直線が △ABC の三辺 ＢＣ,ＣＡ,ＡＢ またはその延長と交わる点をそれぞれ

Ｐ,Ｑ,Ｒ とすると、次の式が成立する。
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証明）辺の比と三角形の面積の比の関係から、
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従って、
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＝　１
（９）チェバの定理（定理１２）

一点Ｏと △ABC の三頂点 Ａ,Ｂ,Ｃ を結んだ直線が対辺またはその延長と交わる点をそれぞれ Ｐ,Ｑ,　Ｒ とするとき次の式が成立する。
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]PC
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証明）いずれの図においても、
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従って、
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さらに、三角形の面積と平行線や辺の比との間に次の関係が成立する。





⑤　PQ　//　AB         △ PAB = △ QAB 


                      △OPA = △ OQB      


⑥


　　　　　　　　　　=　 　　　　=　　       
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面積の定理　1（定理６）





　平面図形の面積は、一辺の長さを１とする正方形を単位として測る、その基礎となっているの


は次の二つの公理である。


Ⅰ　合同な図形の面積は等しい。


Ⅱ　いくつかの図形を合わせてできる図形の面積は、各図形の面積の和に等しい。


この公理から、次の面積の公式（定理）が得られる。





① 　長方形の面積 = 縦 × 横


②  平行四辺形の面積  =    底辺 × 高さ


③ 　三角形の面積  =     （底辺 × 高さ）





④　台形の面積 =     (上底 ＋ 下底） × 高さ
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