●第４回　オイラーの定理

　これまでは、幾何学の中でも平面図形の特徴的なところを取り出して学習を進めてきました。今回は空間図形について、位相数学の分野への導入となる重要な定理について説明をします。
  正多面体（どの面も合同な平面図形の立体）は、次の５種類であることがこれからの学習で分かります。
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オイラーの定理　(定理１３)
空間における凸多面体の頂点の数をλ、辺の数をμ、面の数をνとするとき、次の式が成立する。

　　　　　λ－μ＋ν＝ ２　
練習問題７　正多面体でオイラーの定理が成り立つことを確かめてみよう。
	正多面体の種類
	　　λ　　　　μ　　　　ν　　　
	　λ－μ＋ν　

	　正四面体
	
	

	　正六面体
	
	

	　正八面体
	
	

	　正十二面体
	
	

	　正二十面体
	
	


（１）球面三角形

　　半径１の球について、中心を通る平面で切った切り口を大円といいます。（定義）
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　　二つの大円のなす角を、右の図によって
　定義します。
　　３つの大円によって囲まれた部分を、
　球面三角形といいます。（定義）
（定理１４）　球面三角形ABCにおいて、その面積を △ABC で表すとき、次の式が成り立つ。
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　　　　　∠A＋∠B＋∠C＝△ABC＋π　
証明１４）　角θで　交わる二つの大円によって囲まれ
る弓形の部分の表面積は、　

（球の表面積）×（θ/２π）＝４π×（θ/２π）＝２θ
    2∠A＝△ABC＋△A’BC
    2∠B＝△ABC＋△AB’C
    2∠C＝△ABC＋△ABC’
　これらの式を辺々加えて、

2（∠A＋∠B＋∠C）＝２△ABC＋（△ABC＋△A’BC＋△AB’C＋△ABC’）　①
また、△A’BC＝△AB’C’（中心に関して対称な図形）であるから、
△ABC＋△A’BC＋△AB’C＋△ABC’＝球面の半分の面積＝２π　
　この式を①に代入し、両辺を２で割れば、
　　∠A＋∠B＋∠C＝△ABC＋π　
（定理１５）球面凸n A1A2・・・　An　において、その面積を□（A1A2・・・　An）で表すとき、
　　次の式が成り立つ。
　∠A1＋∠A2＋・・・＋∠An＝□（A1A2・・・　An）＋（n―2）π　
証明１５）A1とA3、A4、・・・、　An-1　を大円で結ぶと（n―2）個の球面三角形ができる。その各々について（定理１４）の式を作り、両辺を加えれば、（定理１５）の式が得られる。
（２）オイラーの定理の証明
　凸多面体をΓとする。Γの内部に１点Oを取り、Oを中心として半径１の球面Sを作る。
　Γの表面上の各点Ρに対して、ΟΡを結ぶ半直線を作り、Sとの交わりをQとする。

　この写像を、

　　　　　　φ：P→Q

　として、Γの表面から球面Sへの射影という。
この射影φによって、Γの辺は、S上の大円の弧に写像される。かくしてΓの表面の射影として、球面Sの球面凸多角形への分割ωを生じる。特にΓが凸多面体であることから、Γの頂点、辺、面が射影、φの頂点によって、球面の分割ωの頂点、辺、面にそれぞれ一対一に対応する。従って、ωの頂点、辺、面の個数も、やはりλ、μ、νである。
球面の分割ωにおいて、その面（球面多角形）を

　　　　　　　　αi1、αi2、・・・、αν
とし、

αiの頂点・・・・・・・・・・・・Ai1、Ai2、・・・、Ain
αiの　辺・・・・・・・・・・・・ai1、ai2、・・・、aini
とおく。ωにおける一つの頂点は、幾つかの面αiの頂点として重複して数えられ、またωにおける一つの辺はちょうど二つの面αi、αjの共通の辺として二重に数えられる。
(定理１５)の式αi（i＝1、2、・・・、ν）をについて作り：

　　　　　　　∠Ai1＋・・・＋∠Ai1＝（αiの面積）＋（ni―２）π
これをi＝1、2、・・・、νについて辺々加えあわせる。左辺の和
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf]å
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∠Aij　を加え合わせる順序をかえて、まずωの各頂点ごとに加えれば２πとなり、それを全体でλ個のωの頂点について総和すれば
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 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]å
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∠Aij＝２λπ
を得る。右辺において
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（αiの面積）＝球の面積＝４π
またωの各辺は二度ずつ数えられるのであるから、２μ＝
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ni となり、従って、
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（ni―２）π＝（
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ni）π―２νπ＝２μπ－２νπ
を得る。よって　２λπ＝４π＋２μπ－２νπ
　両辺を２πで割って、移項することにより、

　　　λ－μ＋ν＝２　が得られる。
（３）正多面体の決定
オイラーの定理の一つの応用として、正多面体は５種類しかないことを証明しよう。
　ただし、ここで正n面体Γは、

　　　

　　　　Γの各頂点に同一個数 p 面が集まり   　　（p≧３）
　　　　Γの各面は同一個数 q 辺及び頂点を持つ 　（q≧３）
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という性質だけを用いる。
そして以上の性質を持つ
凸多面体Γが五つの場合し
かないことを証明する。
いま全体で、Γはλ個の
頂点、μ個の辺、ν個の面
を持つとする。

　　ν個の面はそれぞれ q の
頂点を持つ。　従って全体で
qνの頂点となるが、各頂点
は実際にはｐ個ずつ重複して数えられているので、
　　　　　　　　　qν＝pλ　　①
である。
またｐν個ずつ重複して個の面はそれぞれ q の辺を持つ。
従って全体でqν個の辺となるが、各辺は二度ずつ重複して数えられているので、
　　　　　　　　　qν＝２μ　　②
である。
この他にオイラーの定理によって

　　　　　　　　　λ－μ＋ν＝２　　③
である。
これらを満足する（λ、μ、ν）をすべて求めよう。

　
まず　③×２に②　を代入して

　　　　　　　　２λ－qν＋２ν＝４　　④
また　①　を用いれば、
　　　　　　　　２λ－pλ＋２ν＝４　　⑤　
④＋⑤　を作って、
　　　　　　　　（４－p）λ＋（４－q）ν＝８　　⑥
となる。　p≧３　および　q≧３　であるから、⑥　が成り立つためには、
　　　　　　　p＝３　または　q＝３　　　　　　　
でなくてはならない。
次に　④×２＋⑤　を作れば

　　　　　　　（６－p ）λ＋２（３－q）ν＝１２　　⑦
となる。　３－q≦０　より、
　　　　　　　　３≦　p　＜６
でなくてはならない。
全く同様に　④＋⑤×２　を作れば、
　　　　　　　　３≦　q　＜６

でなくてはならない。
すなわち　（p、q）の取り得る値は、
　　　　　（p、q）＝(３，３)、(３，４)、(４，３）、（３，５）、（５，３）

だけである。
これらの場合に実際に①、②、③　を解くと下の表のようになる。
すなわち、正多面体は以下の五種類である。
　
	p   q   
	 　λ　　μ　　ν
	　正多面体の種類

	　３　３
	　 ４　　６　　４
	  正四面体

	  ３　４
	　 ８　１２　　６
	　正六面体

	　４　３
	　 ６　１２　　８
	　正八面体

	　３　５
	２０　３０　１２
	　正十二面体

	　５　３
	１２　３０　２０
	　正二十面体





















































































































































































































































































































































































































































































































































PAGE  
31

_1108109523.unknown

_1108109845.unknown

_1108109936.unknown

_1108109466.unknown

